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1 Einleitung

Dynamische Systeme sind mathematische Modélle¢itablangige Prozesse, deren Darstel-
lung in der Regel auf Systemen von Differentialgleichungerubt. Ein wesentliches Merkmal
der Theorie dynamischer Systeme ist die Verbindung qudnet und qualitativer Aspekte der
Beschreibung.

Eine explizite formelrRige Losung dynamischer Systeme ist in den seltensédiei-nglich.
Daher ist man einerseits an der Berechnurigmchst genauer numerischeaherungsisungen
und andererseits an Aussagdrer das qualitative Verhalten dedsungen interessiert.

Approximationen der exaktendsung einer Differentialgleichung beruhen auf einer stdt-
feinerung des Berechnungsrasters, in dem der Abstand desrRaskte gegen Null geht. Nu-
merisch fihrt dies allerdings zu erheblichen Schwierigkeiten, deodd die Zahldarstellung als
auch die Diskretisierung nur eine begrenzte Genauigkeiéebi

Der Fragestellung, welchen Einfluss kleine VariationenAlgangswerte auf dasdsungsver-
halten und die Stabikit eines dynamischen Systems haben, gewinnt vor dieserargtinnd
besondere Bedeutung.

In dieser Ausarbeitung wird gezeigt, dass digsungen stetig von den Anfangsbedingungen
abhangen, falls die Differentialgleichungen einer Lipschédingung geingen. Die Untersu-
chungen werden sowohlirf reelle als auch komplexe Differentialgleichungssystesarch-
gefuhrt.



2 Reelle dynamische Systeme

2.1 Lemma von Gronwall

Das Lemma von Gronwall erlaubt die Abgthung einer Funktion mit Hilfe der Exponential-
funktion. Da auf diesen Sachverhalt inrdsgren Beweisen mehrfach aekgegriffen wird, soll
hier zurachst dieses Lemma vorgestellt und bewiesen werden.

Lemma 2.1 Seila, b ein offenes Intervall auk undc € ]a, b|. Die Funktionu : |a, b|— R sei
stetig mitu(t) > 0 fur alle ¢ € ]a, b]. Wenn es reelle Konstantéh> 0 und K’ > 0 gibt, so dass

/Ctu(s)ds

u(t) < Ceflt=l

u(t) <C+ K

furallet € ]a,b], dann gilt fir alle ¢ € ]a, b[:

Bemerkung: Das Lemma bleibt aucluf ein kompaktes Intervalk, b] richtig.

Beweis:Es sind drei Blle zu unterscheiden:

Falll:t > ¢,C >0 SeiU : [¢,[— R definiert als
t
Ut) = O + K/ u(s)ds

Gemald Voraussetzung gilt(t) < U(t) undU(t) > 0 fur allet € [c, b[. Aus
U'(t) = Ku(t) < KU(t)

fur allet € [c, b] folgt

d U'(t)

Durch Integration erlilt manlog(U(t)) — log(U(c)) < K(t — ¢). WegenU(c) = C folgt
log(U(t)) < log(C) + K(t — ¢) und somit

K

IN

u(T) < U(t) < Ceflt=9)
fur allet € [c, b[.
Fall2: ¢t > ¢,C =0 Sei(C});en eine Folge mitC; > 0 fur alle; € N undilil-éloCi = 0. GenalR
Voraussetzung gilt
u(t) < Cj + K/tu(s)ds

fur allei € N und allet € [c,b[. Aus Fall 1 folgtu(t) < C;e=) fur alle fur allei € N
und allet € [c, b[. Damit gilt nun abew(t) = 0 fur allet € [c, b].



Fall 3: ¢t < ¢ Seiw : [0,¢c — a|— R definiert alsw(7) := u(c — 7). Aus der Voraussetzung
t
/ u(s)ds

CcC—T

w(t) = ulc—7)<C+K u(s)ds

/OT (c— o)d(—0 O+K/

Fur alle 7 € [0,c — af folgt aus Fall 1 und Fall 2, dass(r) < Cef7. Mittels der
Substitutionr = ¢ — t folgt fur allet €]a, ¢|

u(t) <C+ K

furt €la, ] folgt furr € [0,c — a

— C+K

u(t) < CeK(c—t) — C€K|t—c|

2.2 Differenz von Losungen mit unterschiedlichen Anfangswerten

Der folgende Satz beinhaltet eine Abattung der Differenz vondsungen eines Differential-
gleichungssystems in Alaingigkeit von der Differenz der Anfangswerte:

Satz 2.1 (1.4.4)SeiD ein Gebiet inK x K", wobeiK = R oderC ist. Die Funktionf : D —
K™ sei stetig und Lipschitz stetig bzgl. der zweiten VariabiarFalle K = R und holomorph
im Fall K = C.

Es seiK eine kompakte Teilmenge van L eine Lipschitzkonstante der Bes&ghkung f :
K — K"und M := max{||f(t,2)||; (t,z) € K}.

I sei eine relativ kompakte, konvexe, offene Teilmengekvam ) : I — K" seien stetig
differenzierbare bsungen der Differentialgleichung = f(t, z), die den Anfangsbedingungen
o(to) = xo unde)(t1) = x1 geriigen, wobei die Graphen

Gy = {(t,0(1));t € I}, Gy = {(t,¥(1));t € I}
in K enthalten sind.

Dann gilt fur alle ¢ € I die Ungleichung
1 (t) — ()] < ([|z1 — ol + Mty — to|)e™ =4

Beweis:Dassg und auf I Losungen der Differentialgleichung = f(t, ) mit den Anfangs-
bedingungem(ty) = xg, 1 (t;) = x; sind, kann auch in Form von Integralgleichungéndlle
t € I formuliert werden:

ot) = olto)+ | F(s0(s))ds

to

= o)+ [ f(s.005) ®+/fs¢

o) = wlh) /fsw



to 1y

Abbildung 1: Losungen mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen

Im Fall K = C sind die Funktionerf, ¢ und« holomorph und wegen der Konve&itvon/ sind
die Integrale wegunald@imgig. Daher &nnen stets die Verbindungsstrecken als Integrationswege
gewahlt werden.

Setzt manu(t) := ||(t) — ¢(t)|| furt € TundC' = ||z — || + M|t1 — to|, SO gilt fur alle

tel t
/ u(s)ds
t1

Mit Hilfe des Gronwall-Lemmas folgt danmif allet € I:

u(t) > 0,u(t) <C+ L

u(t) < Ceklt=tl

bzw.
[[(t) = SO < (I[21 — wol| + Mtz — t] )" !

Im folgenden Satz wird gezeigt, dass es zu jeder UmgelbUdgr Losung eines A.W.P. mit
Anfangsbedingungt,, zo) einej-Umgebung ihrer Anfangsbedingung gibt, so dasdieslie
Anfangsbedingungen innerhalb detmgebung eine eindeutig bestimmte, gan#/ifiegende
Losung des A.W.P. gibt.

Satz 2.2 (1.4.5)SeiD ein Gebiet inK x K", wobeiK = R oderC ist. Die Funktionf : D —
K™ sei stetig und Lipschitz stetig bzgl. der zweiten VariabieriFalle K = R und holomorph
im Fall K = C.

I sei eine relativ kompakte, konvexe, offene Teilmeng&uwamd ¢ : I — K" sei eine bsung
des AW.Px' = f(t,z),z(ty) = xo, wobei der Graphs, := {(t,¢(t));t € I} von¢ relativ
kompakt inD ist.

U C D sei eine relativ kompakte, offene Umgebung der abgeseniessHille G, vonG.

Dann gibt es eird > 0, so dasd/s(ty) x Us(xg) C U und fr alle (t,,x,) € Us(to) x Us(zo)
stets genau einedsungy : I — K" des AW.Px' = f(t,x),z(t;) = x; existiert, deren
GraphGy, := {(t,9(t));t € I} in U enthalten ist. Ferner gilt

[[(t) = SO < (Ilz1 — wol| + Mtz — t] )"



fur allet € I, wobeiL eine Lipschitzkonstante der Besghkungf : U— Krund M :=
max{|| f(t,)||; (t,z) € U} ist.

K"

G
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Abbildung 2: Variation der Anfangsbedingungen

Beweis:Nach Voraussetzung ist die Distanz
e:=min{|t — 1| + ||z — Z||; (t,z) € Gy, ({,7) € OU}

zwischenG,, und dem RandU von U positiv. Seid > 0, so dasds(t,) x Us(zo) € U und
§(1+ M)eld < . Dabeiistd := max{|t —t|; ¢,# € I} der Durchmesser der kompakten Menge

1.

Man kann nun zeigen, dass &8 {t,, 1) € Us(ty) x Us(x,) Stets eine bsungy : I — K"
des AW.Pz' = f(t,z),z(t1) = x, gibt, so dass der Gragh,, ganz inU verlauft.

I :={t, +s(t—t1);t € I},0 < s < 1 sind offene, konvexe Teilmengen vénFur gerugend
kleiness €]0, 1] gibt es sicher eine lokaledsungy, : I, — K™ des obigen A.W.P., deren
Graph ganz iU liegt. Seisy €]0, 1] das Supremum aller dieser

Angenommen, es giky, < 1. Furt € I, ist dann wegen Satz 1.4.4
1860 (1) = SO < (Il = ol [ + Mty = to])e" 71 < §(1 + M)et? =i ¢y, < &

d.h., die Distanz zwischeft, 1;,(t)) € Gy,, und(t,¢(t)) € G, ist kleiner alss,, < ¢ und
somit ist G, ~relativ kompakt in U. Die bBsungi, lasst sich nun zu einerdsungy, :
I,, — K" mit sy < 57 < 1 fortsetzen, deren Graph ganzlinliegt, im Widerspruch zur Wahl
von sg. Es muss alse, = 1 sein, und damitist) := 1, : I; = I — K" die gesuchte &sung
mit G, C U. Aus Satz 1.4.4 folgt die behauptete Ungleichuing iy () — ¢(2)||,t € 1.



2.3 Stetige Ablangigkeit der Losungen von den Anfangswerten

Fur reelle Systeme von Differentialgleichungen= f(¢,x), wobeif : D — R" eine stetige
und beziglich der zweiten Variablen Lipschitz-stetige Funktiarf @inem GebieD in R x R”
ist, kann gezeigt werden, dass diédungen stetig von den Anfangswerten aiden.

Bezeichnung:

A = {(t,to,l’o) eR xR x Rn, (to,%o) € D,t S I(to,l’o)}
r:A—R"

wobeiz(—, ty, xo) : I(ty, z9) — R™ die maximale bsung des AW.R = f(x,t), z(ty) = xo
ISt.

Satz 2.3 (1.4.8)A ist offen undr : A — R™ ist stetig.

Beweis:Sei (t*, tg, z9) € A, d.h.,(to,z0) € D,t* € I(ty, zo). Wahlt man nun ein offenes In-
tervall I, das relativ kompakt id (¢, z) liegt und sowoht als aucht* enttalt, und bezeichnet
¢ : I — R™ die Einschankung der maximalendsungz(—, to, zo) : I(to, o) — R™ aufI,
dann ist der Graply, relativ kompakt inD. Wahlt man weiters eine offene, relativ kompakte
Umgebungl C D von G, und dazu eird > 0 wie in Satz 1.4.5, dann ist C (¢, z;) fur
alle (t1,z1) € Us(to) x Us(zo). Ohne weiteres kann angenommen werden, 8g&$) C I gilt.
Dann ist

U(;(t*) X U(;(to) X Ug(xo) C A

d.h., A ist offen.
Auf Grund von Satz 1.4.5 giltlir (¢, 1, x1) € Us(t*) x Us(to) x Us(xo)
||l’(t, tl, lL‘l) — ZE(t*, t[), Io)”

Hx(tvthxl> - Z‘(tvt()PTO)H + ||x(t7t07x0) - x<t*7t07‘r0>||

<
< (|Jay — zol| + M|ty — to])e™ + M|t — t*|

Dabei sindL, M und d wie in Satz 1.4.5 bzw. dem zugétgen Beweis bestimmt. Damit ist
gezeigt, dass im Punkt(t*, to, x¢) stetig ist.



3 Komplexe dynamische Systeme

3.1 Lemma von Gronwall

Fur die Beweise der&ze zur stetigen Aldngigkeit der bsungen einekomplexendynami-
schen Systems von den Anfangswerten wird eine komplexeovedes Lemmas von Gronwall
berbtigt.

Lemma 3.1 SeiG ein konvexes Gebiet il undc € G. Die Funktionu : G — R sei stetig
mitu(t) > 0 fur allet € G. Wenn es reelle Konstantéh> 0 und K > 0 gibt, so dass

/Ctu(s)ds

fur alle t € G (wobeitber die Verbindungsstrecke vemacht in G integriert wird), dann gilt
furallet € G-

u(t) <C+ K

u(t) < Ceflt=l

Beweis:Die Verbindungsstrecke vannacht in G wird parametrisiert durch = ¢ + e*®0, 0 €
0, |t — ¢|], wobei« := arg(t — ¢). Seiw : [0, |t — ¢|] — R definiert durch

w(o) = u(c+ o

dann gilt

w(lt —c|]) = ulc+e®t—c|)=ult) <C+K

/C tu(s)ds

[t—c]| . A
= C+K / u(c+ e“o)e"do
0

[t—c| ' [t—c|
< C+ K/ u(c+ eo)do = C + K/ w(o)do
0 0

Aufgrund von Lemma 2.1 auf Seite 3 folgt hieraus

u(t) = w(|t — c|) < Ceflt=

3.2 Differenz von Losungen mit unterschiedlichen Anfangswerten

Die Satze 2.1 auf Seite 4 und 2.2 auf Seited@ken — unter Zuhilfenahme des Lemmas von
Gronwall in seiner komplexen Form — urggelert auf komplexe Differentialgleichungébert-
ragen werden. Zu beachten ist dabei nur, dass die Funktiénennd > holomorph und die
Integrale wegen der Konvesit von der relativ kompakten, offenen Teilmenge&on C we-
gunablangig sind. Als Integrationsweg@knen daher stets die Verbindungsstreckenadptv
werden.



3.3 Stetige Ablangigkeit der Losungen von den Anfangswerten

Fur holomorphe Differentialgleichungen sind im allgemeairtde maximalen Existenzgebiete
von A.W.P. keine Gebiete i@, sondern Riemannsched€heniberC. Daher Asst sich Satz 2.3
auf Seite 7 nicht ohne weiteres ins Kompldxgertragen. Daher wird nur eine lokale Version
gezeigt:

Satz 3.1 (1.4.9)Sei D ein Gebiet inC x C" und f : D — C" holomorph und ein relativ
kompaktes, konvexes Gebietinnd¢ : I — C" eine Losung des AW.R! = f(t,z), z(ty) =
xo fUr (to, z9) € D, wobei der GraphG, := {(t, #(t));t € I} von¢ relativ kompakt inD ist.
Dann gibt es eid > 0, so dass gilt:

o Ug(to) C [, Ug(to) X U5(.§L’0> C D,

e zu jedem(ty, x; € Us(ty) x Us(zo) gibt es genau eine holomorphésungg(—, t1,z) :
I — C"des AW.PY = f(t,z),z(t1) = o1

o 1Ay =1 xUs(ty) x Us(zg) — C" ist stetig.

Beweis:SeiU eine relativ kompakte, offene Umgebubigvon G4 in D und§ > 0 wie in Satz
1.4.5. Die ersten beiden Aussagen folgen dann sofort auslShb. Die Stetigkeit von ergibt
sichahnlich wie im Beweis von Satz 1.4.80F

(T1,t1, 1), (T2, te, T2) € Ay ze = 1 X Us(to) x Us(xg)
gilt namlich

H(b(Tl?tlwrl) - ¢(T27t27'r2)||
< le(m, t, 1) — @71, 2, w2) || + ||0(71, t2, 22) — (T2, T2, 22)||
S (||fL’1—I2|’+M|t1—t2|)€Ld+M|7'1—TQ|

wobei L, M, d wie in Satz 1.4.5 bzw. dessen Beweis bestimmt sinigt somit stetig, genau-
genommen sogar Lipschitz stetig aif, ,,. Es kann gezeigt werden, dagsogar holomorph
ist.



4 Systeme linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung

Seil ein einfach zusamme#Ahgendes Gebiet i, mit K = R oderC (d.h. ein offenes Intervall
in R oder eine zusammeahgende, einfach zusammanigende, offene Menge (D).

K(x, x) bezeichne den Vektorraum derx n-Matrizen mit Elementen aus.

A : I — K(n,n) seiim FallK = R eine stetige und im FalkK = C eine holomorphe
Abbildung. D := I x K" ist dann ein Gebiet il x K". f : D — K" sei definiert durch die
Zuordnungf(t,z) := A(t) o x.

Es soll nun das homogene System linearer Differentialgleigen 1. Ordnung
¥ =f(t,x)=A(t)ox
untersucht werden.

Es qgilt, dasg : D — K" bzgl. der zweiten Variablen Lipschitz stetig ist, detin(t, x), (¢, z) €
D qilt
f @t x) = f(E,2)]] = [|A(E) o (x — D)[] < nl|A@)]] [|z — ]

wobei )
| =1]:K(n,n) K" — R

die Maximumsnorm bezeichnet.

Dan||A(t)|| als stetige Funktion auf lokal beschénkt ist, gibt es zu jedem Punkt € I eine
offene Umgebund/(t,) C I, so dass die Besdlnkungf : V(¢,) x K* — K" bzgl. der
zweiten Variablen gleichéssig Lipschitz stetig ist/(¢y) kann sogar als beliebige ihrelativ
kompakte Umgebung vorg gewahlt werden.

4.1 Existenz und Stetigkeit der globalen Bsung

Nun soll gezeigt werden, dass es zu jedgra I undx, € K" eine globale bsung
o(—,to, z0); I — K"

des AW.Pz' = f(t,x),z(ty) = zo gibtund das® : A :=1 x [ x K* — K" stetig ist.

Fall K = R:

Angenommen, das maximale Existenzintervail), x,) einer maximalen bsungp(—, to, zo) :
I(ty, z9) — R™ist echtinl enthalten, z.BI(ty, o) =]a, b mitb € 1. Dann giltur ¢ € [to, b]
wegen Satz 1.4.4
[16(2, to, zo)|| < [[aol[e™~*

wobeiL > 0 eine Lipschitzkonstante vohauf [ty, b] x R™ ist, z.B. das Maximum||A(t)|| auf
[to, b]. Also ist der GrapK (¢, ¢(t, to, xo));t € [to,b[} vOn ¢(—,to, zo) : [to, b[— R™ relativ
kompakt in/ x R”. Dem widerspricht die Maximabit vonI(t, zo). Also mussl (to, zo) = I
sein.

Die Stetigkeit vonp : A — R™ folgt aus Satz 2.3 auf Seite 7.
Fall K = C:

Sei¢, : Us,(ty) — C™ eine lokale holomorphedsung des AW.R = f(t,z),z(ty) = xo
auf einer offenen Kreisscheilig, (ty) := {7 € C; |7 — to] < do}, o > 0, die relativ kompakt
in I liegt.
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Es kann nun gezeigt werden, dass sich disunge¢, in jeden Punkt € [ zu einer holo-
morphen bsung fortsetzerékst. Hierzu wird eine Kreisketté;, (¢;),7 = 0,...N von offenen
Kreisscheibers, (¢;) := {7 € C; |t — ;| < ¢;}, die relativ kompakt in/ liegen, wobei gilt:

® i, € Uéi_l(ti—l) furi=1,...N,
o iy =1,

e Uy, (o) ist wie oben gewnhlt.

Abbildung 3: Kreiskette

Nun kdnnen rekursiviiri = 1, ...N wie oben lokale holomorphedsungery; : Us, (t;) — C™
fur das AW.Px' = f(t,x),x;(t;) = ¢;_1(t;) bestimmt werden.

Da die Losungeng;_; und ¢; jeweils int; den gleichen Wert annehmen, stimmen sie auf
Us, ,(ti—1) N Us,(t;) Uberein.gpy : Us, (t) — C™ ist folglich eine holomorphe Fortsetzung
der zu Beginn ge@hlten Losunge, : Us,(tg) — C” mit ¢(ty) = x¢. Da I einfach zusam-
menltéangend vorausgesetzt wurde, ist diese holomorphe Fartgg&ndeutig und ergibt die
gesuchte bsungg(—, ty, z9) — C™ des obigen A.W.P.

Schlieflich soll noch die Stetigkeit van: A — C" mit A := [ x I x C" gezeigt werden.

Aus Satz 3.1 auf Seite 9 folgt bereits, dags &lle: € {0,1,..., N} die Einschankungen
i = Us,(t;) x Us,(t;) x C* — C™ von ¢ stetig sind, wenn die Umgebungéf, (¢;) eine
Kreiskette mitty = ¢ bilden.

Als nachstes soll nun die Stetigkeit vanauf der Umgebund/s, (t) x Us,(ty) x C™ von
(t,to,z0) € I x I x C™ gezeigt werden.

Durch das Rekursionsschema

1 = ¢o(t1,70,%0)
v2 = ¢1(ta,t1, 1)

ynv = oOn—1(tn,tn—1,Yn-1)

11



erhalt man eine stetige Funktiayy = (7o, yo) auf Us, (to) x C™.
Behauptung: Fur (7, 70, yo) € Us, (t) x Us, (to) x C™ gilt
(7,70, Y0) = on (T, twn, yn) = ©(7, tn, ¥ (70, %0)) *)

Als Komposition stetiger Funktionen ist somitr, 7o, o) Stetig.

Beweis: Die Gleichung (*) ergibt sich auf folgende Weise(—, t1,vy:) und po(—, 70, y0) =
o(—, 70, yo) Nehmen ir t; beide den Werg; an. Daraus folgt wegen des Eindeutigkeitssatzes

Yo = @1(ta, t1, 1) = @(t2, 70, Yo)

Analog folgt

ys = a(ts, ta, y2) = @(ts, 70, Yo)

yv = en-1(tn,tn_1,Yn—1) = (tN, To, Yo)

on(—,tn,yn) undoy_1(—, tn_1,yn—1) = ¢(—, 70, y0) Nehmen iir ¢y beide den Wert; an.
Daraus folgt schlie3lich die Behauptung.

g.e.d.

Auf die Voraussetzung, dagsinfach zusammeirdmgend ist, kann nicht verzichtet werden, da
sonst im allgemeinen globaledkungen von’ = A(t) o = nur auf Riemannéchen existieren,
die I unverzweigtiberlagert sind.

4.2 Losungsraum eines homogenen linearen Systems

Die globalen lbsungens : I — C" vonz’ = A(t) o = bilden einem-dimensionalen Vektor-
raum Ly, UberK, wobei die Zuordnun&" > z¢ — ¢(—, to, o) € Lpom bei festemiy € 1
einen Vektorraumisomorphismus darstellt.

{¢, == ¢(—,to,€,);v =1,...,n}ist eine Basis vorly,,,, wobei{ey, ..., e,} die Standardba-
sis vonK" bezeichnet. &r ¢t € I erhalt man mittels der Definition

o(t) = (¢1(t) -~ du(t)) € K(n,n)
eine differenzierbare bzw. holomorphe Abbildung

¢: I — K(n,n)

det(¢(t)) heisst Wronski-Determinante vah, . . ., ¢,. Da¢(t), ..., ¢,(t) linear unabhngig
sind, giltdet(¢(t)) # 0 fur allet € 1.

(Bemerkungdet(p(tg)) = det(eg - --e,) = 1.)

4.3 Losungsraum eines inhomogenen linearen Systems

Ist B: I — K" eine stetigeK = R) bzw. holomorpheK = C) Abbildung, so heisst

' = A(t) ox + B(t)

12



ein inhomogenes System linearer Differentialgleichungeter Ordnung.

Es ist unmittelbar klar, dasé(t) o « + B(t) Lipschitz-stetig inz ist:

1F(t,2) = F@ )| = [[AQ{) o+ B(t) = (A(t) o & + B(1))||
= [[A@®) o (z = D)|[ < n|[A@)]| |Jx — z]]

Mit Hilfe der Methode der Variation der Konstanten kann marsuchen, eine speziell&tung
oo : I — K" des inhomogenen Systems zu bestimmen

wobeiC, : I — K,v =1, ..., n stetif differenzierbare bzw. holomorphe Koeffizienterndsin
Durch Einsetzen vomy(t) in die Gleichungr’ = A(t) o x + B(t) erhalt man:

st = ZC' o +ZC
= ¢(t)o C'(t +ZA
A(t) o go(t) + B(t) = ZC ¢u(t) + B(t)

Als Bestimmungsgleichungen ergeben sich daraus

o(t) o C'(t) = B(t) & C'(t) = ¢(t) o B(t)
/¢

Hat man auf diese Weise eine spezieltisung des inhomogenen Systems gefunden, so ist der
RaumL;, ... aller Losungen des inhomogenen Systems gegeben durch

Linhom = ¢O + Lhom = {¢0 + ¢7 ¢ € Lhom}
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5 Differenz von Losungen verschiedener DGLn bei gleichen
Anfangswerten

Satz 5.1 (1.4.11)SeiD offen inK x K", f : D — K" stetig und gleichi@ssig Lipschitz stetig
bzgl. der zweiten Variablen mit einer Lipschitzkonstanten 0.

g : D — K" sei eine stetige Abbildung mit

1f(t,z) —g(t, 2)]| <e

fur alle (¢,x) € D.
Im Fall K = C seienf undg zusitzlich als holomorph vorausgesetzt.

Sind¢,y : I — K" im Fall K = R stetig differenzierbar, im Falk = C holomorphe
Losungenvon’ = f(t,x) bzw.y’ = ¢(t, y) auf einem konvexen Gebikin K mit¢(ty) = 1 (to)
fureinty, € I, danngilt tir allet € I:

0(t) = (t)] < Z(eH = 1)
Beweis:Furt € [ gilt:
¢@:=mm+[f@wmm

w@=:wm+/gwwmm

to

Dabei wirduber die Verbindungsstrecke vannacht integriert. Daraus folgt:

lo(t) — @) < /t||f(7,¢(7))—9(77¢(T))Ild7

< /t Lf (7, 0(m)) = F( (DI + ([ (7, 9(7)) = g(7, (7)) ||d7

< | [ @lotr) - vl + e)ar

to

= L

[ o) v+ i

Mit u(t) := [|p(t) —¥(t)|| + F gilt u(t) < 5+ + L ’ftz u(T)dT‘ fur allet € I. Mit dem Lemma
von Gronwall ergibt sich somitif allet €

u(t) < el e [lot) — w(b)]] <

Bemerkung: Dieser Satzdsst sich inshesondere anwenden auf Differentialglempdom’ =
f(t,z,7), in denen die rechte Seite stetig von einem Paramegars einem Gebidl’ C K"
abrangt. An die Stelle vorf (¢, x) und g(t, z) treten in dem Fallf (¢, z, ) und f (¢, x, 7o) fUr
fester;, , ausW.
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Beispiel: Furr € | — 1, 1] sei f, : R — R definiert durchf, (z) := 1+ (7z)?. Es gilt dann @ir
allex € D:={r e R;|r| < 1}:
|f+(2) = fola)| = 7%2® < 7

fo(z) = 1 ist gleichm@&Rig Lipschitz-stetig aub, wobei jedesl. > 0 als Lipschitzkonstante
gewahlt werden kann.

Das AW.Px' = f.(x),z(0) = 0 hat die losungene. :] — 7, 1[— D, definiert durch

1
ea(t) =47 tan(rt), falls7 # 0
t, fallsT7 =0

wie man durch Einsetzen leicht verifiziert:

cos?(7t) N sin?(7t)
cos?(7t)  cos?(Tt)

— =1+ tan®(t) =
cos?(Tt) + tan’(rt)

bzw.
1=1

Aus vorangehendem Satz athman firr € | — 1,1[,t € ] — T g[:

|27 (t) — 2o (t)] <
Da L > 0 beliebig klein gevahlt werden kann, folgt daraus wegen

(L)

n!

M =1+ Lt +>
n=2

2:(8) — wo(t)] < 7] < 75
Somit konvergiert:. auf] — 7, [ fur = — 0 gleichmaRig gegem,.

z

wA

Tr
Lo

|
ENE]
FSE

|
FNE]

Abbildung 4: Losungenz, undz, firr = 1
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